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l. Einleitung
Die Berechnung von Stabsystemen aus dümmandigen,
offenen l’rofilstäben erfolgt in der Regel nach der Theo-
rie der Wölbkrafttorsion, z. B. von Wlassow Die
Stäbe sind häufig in flächentragwerksartigen Knoten-
strukturen miteinander verbunden, die das Verhalten
des Gesamtsystems Wesentlich beeinflussen. Im Knoten-
bereich ist die. Gültigkeit der Stabtheorie nicht mehr ge-
geben. Die Methode der Finiten Elemente (FEM) bietet
die Möglichkeit, diese Teile des Tragwerks zu berech-
nen. Die Kopplung der Substrukturen Stab und Knoten
führt zu einem hybriden Berechnungsverfahren, das
folgende Vorteile bietet:
— Berücksichtigung realer Knoteneleastizitäten in der
Berechnung des Gesamttragwerkes,
i Erfassung komplizierter Knotengeometrien,
7— Berechnung von Verformungen, Schnittgrößen und
Spannungen innerhalb der Knotenbereiche.
2. Voraussetzungen und allgemeine Festlegun-
gen
Das vorliegende Verfahren basiert auf folgenden Voraus—
setzungen;
— es treten nur kleine Verformungen auf,
—— das Materialvvrhalten ist linear-elastisch und isotrop.
— die Stabaehsen sind absrhnittsweise gerade,
— innerhalb der Stäbe gelten die. Voraussetzungen der
WI .ASSOWsehen Theorie.
Des weiteren wird die Annahme getroffen, daß an den
iiilu-rgangsstellen zwischen Stäben und elastischen Kno-
tenstrukluren die Kompatibilitäts- und Äquivalenz-
bedingungen für die jeweiligen Zustandsgrößen erfüllt
sind.
3. Steifigkeitsbeziehungen des dünnwandigen
Stabs
Die Kinematik am dünnwandigen Stab wurde von
Wlassow in [l] umfassend dargelegt. So ergeben sich für
die Verschiebungen Vx und Vy eines Profilpunktes P
entsprechend Bild l die Beziehungen:
Vx : on.=f"pz
\ t V t?
y .\ 0 ‘91
(3.1)
Mil dem Winkel a ZWlM‘lN’“ der positiven x-Arhsr de.-
Slahkunrdhum-us} stems und der positiven s-Aehse des
stets tangential an der Profilmittellinic geführten
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Bild l
Geometriebeziehungen am Profilabsrhnitt des dünnwandigen
Stabes
{ s, n, n } Systems (Bild l) sind die Tangential-
und Normalversehiebung des Punktes P:
Vs = on rosa + Vyo sina + rt \pz
‚ . . (3.2)
Vn = ~on sma+Vy0msa+rn e22
mit den bekannten Beziehungen:
rt = x sina ~ y cosa
rn = x cosa + y sina
Die Voraussetzungen der Stabtheorie führen auf:
728 = Vz S + Vs z = 0 und (3.3)
7zn = Vn‚z+Vz.n : 0 (3'4)
Aus den Gleichungen (3.3) und (3.2) folgt die Verfor-
mung der Profilmittellinie in z-Riehtung:
Vz(s‚z) I Vzo(z) — wy(z) ' x(s)
+ ~Px(z) ' Y0“) + 19(z) ' (00(8) (3-5)
mit den Biegewinkeln:
v (3.6)V‚x = _Vyo,z; Soy: xo.z
und der Verdrillung:
t9 : «pz‘z.
Führt man einen Neigungswinkel um die Profilmittel-
linie
S0s ’- Vz.n
ein. 7‘) erhält man für ihn unter Berürksichtigung der
Beziehungen (3.4) und (3.2):
:: .‘ + -- +tps spana wxiosa Ürn.
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Bild 2
Kanonisches Differentialgleichungssystem des dünnwandigen
Masz
Seine Anteile in Riehtung der Quersclmittsaehsvn sind:
|
‘ _. 9 . —~
«p . ä [—1-05“ 01 cosa sina rncosad i—upx
i
I x 1 w (3.8)‘y. ~ l ltsinacosa rnsma-l L19
Diese Beziehungen finden bei der Formulierung der
Kompatibilität:- und Äquivalenzbedingungen zwischen
Stab und elastisvher Knotenstruktur Berücksichtigung.
Die Differentialgleichungen des dünnwandigen Stabs
nach Theorie I. Ordnung lassen sich in Form eines kano-
nischen DGlrSystems angeben (Bild 2). Dabei sind im
Spaltenvektor
.2
SI" a
. W V . T ‚g“ s [rx 17y rz Mx My Mz B] (3.9)
die Kraftgrößen des Stabs zusammengefaßt, der Spal—
tenvektor
- I T .
y-st _[on ‘ yo Vzo ‘px 90y “Dz 0] (3'10)
beinhaltet die zugeordneten Verformungsgrößen der
Stabachse. Die Matrixelemente pi]. folgen aus:
p_‚ : l pf ; E — reduzierter Elastizitätsmodul
U E U
wobei
2*: If]
die Inverse der Querschnittskennwertcmatrix ist.
Letztere wird mit dem Spaltcnvektor:
ii I l1 y A (001T
nach der Vorschrift:
A: f §°§TdA(A)
berechnet.
Dieses kanonische DGL-System wird numerisch inte-
griert. Als Ergebnis der numerischen Integration liegt
die Übertragungsmatrix zwischen Stabanfang ‘A und
Stabende E in der Form:
r -1
lSE igvv l—Jvf Yp i YSA‘I
i _
Est: : gfv QM f ' f l
1 LQT QT 1 L pa
vor. Für die weitere Verwendung der Übertragungs-
matrix ist eine einheitliche Ausrichtung der Schnitt-
größen erforderlich, so daß die Zuordnung:
_ as
{SA ‘ ’fSA
notwendig ist.
‚Durch Umordnung dieser Gleichungen erhält man die
Sleifigkeitsbeziehungcn des Stabs:
  
l [SA l’— ya} ‚i l—ivv — gifl VSAW
1):: XP. : 1 5 l i +1 ‘
{USE _ Lu.-„—u„-LI’;‚.' Eff-um LES“? Lip—En'u;‚.‘-xpj
bzw
ist ‘ 531. V“ + fl" m“
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4. Berechnung der Steifigkeitsmatrizen elasti-
scher Knotenstrukturen
Zur Berechnung der elastischen Knotenstrukturen
wird die Struktur mit finiten Scheiben-Platten-Ele-
menten vernetzt. Die verwendeten Grundelemente sind
rechteck- und dreieckförmige Scheiben-PlattenElemente
mit dem Freiheitsgrad 5 an jedem Eckknoten (Bild
 
Bild 3
Kraft- und Verformungsgrößen an den verwendeten Elementen
Diese hybriden Gleichgewichtsmodelle setzen sich aus
einem l’lattenelement mit:
» quadratischem Spannungsansatz im Inneren des
Elementes,
— l’olynomansatz 3. Grades für die Randdurcllbiegung,
— quadratischen: Ansatz für die Randverdrillung,
—— Iinearem Ansatz für die Verdrehung
und einem Scheibenelement mit:
~ linearem Ansatz für die Spannungen im Inneren des
Elementes,
~ linearem Ansatz für die Knotenverschiebungen
zusammen. Diese Elemente sind Bestandteil des I’m-
grammsystems AUTRA [2]. Die Elementsteifigkeits-
matrizen K“ der Grundelemente werden zunächst
in die Steifigkeitsmatrix 5m, des 'Vlakroelementes
(HE) eingeordnet. Diese Matriuläfit sich nach internen
(Index l) und externen (Index E) i‘ll-Knoten ordnen:
f Fl: [\1 "W7l' " ”l
; „ l.
LEE—i MEI KHZ-J L VEJ'
Werden in dieser Beziehung die internen Kral't- und
- (4.1)
Vurl‘urmungsgriiﬁun eliminiert. so erfolgt die statische
Kondensation auf die externen Zustandsgrölien:
im: 2 Mufﬁn; ("-3)
mit:
‚ . ‚ ‚ „’I‘ ._| ‚.
im: Z M: ' [Sm : LEV‘IXIE' IL” "in:
und
r ~ ' K" ~K"‘ -r—.\ll{ i t-E _' «"5 —” -l‘
Somit wird die betrachtete Substruktur kontaktbereit
mit benachbarten Fubstrukturen. und der Kondensa-
tionsvorgang läfit sich hierarchisch fortsetzen. Zur He-
l‘)8
rechnung der Steifigkeitsmatrix der elastischen Knoten-
struktur wird diese Makroelement-Vorwärtsrechnung so-
lange ausgeführt, bis alle auf den Stabschlußrändem der
Knoteustruktur liegenden FE-Knoten extern sind:
{Es Z EES ° Eras (4-3)
In dieser Gleichung sind {Es bzw. YES Kraftvektor
bzw. Verformungsvektor der Knotenstruktur, wobei
die Vektoren folgenden Aufbau besitzen:
. 'l‘ ‘T T _ T T
ﬁes 2 [in] ﬁlm mini {an} (44)
‚ T ‚T T T T
las lem 3R2 Yin "‘anl (45)
Die Spaltenvektoren {m und Em setzen sich aus den
Kraft- bzw. Vcrformungsgrößen am Anschlufsrand i
bei insgesamt n Anschlußrändem zusammen. Somit
kann für in geordneter Form:
rim ﬂ—(Ruﬁnm "‘l—(Rli mämn Em
{R2 l5i1215R22-"15R2i "-5n2n Ynz
{In L‘an ERiz m5!“ "‘KRin X,“
[RM _§Rn1§Rn2---5Rni "-5ij _Yanj
     
geschrieben werden.
Die Steifigkeitsbeziehungen zwischen den FE-Knoten
auf den Stabanschlußrändern der Knotenstruktur sind
für die Stabtragwerksbercclmung nicht direkt nutzbar.
Die Matrix muß auf den Freiheitsgrad der entspre-
chenden Stabanschlüsse kondensiert werden.
Zunächst erfolgt die Transformation der Kraftgrößen
{m des Randes i in das zugehörige Stabanschlukaoordi-
(A A A . . . . A A
natensystem 1x, y, z} i. Dabe| fixiert die (x, y)-
Ebene den Anschlußquerschnitt, während die z-Achse
mit der Achse des angeschlossenen Stabs zusammen-
fällt. Dann werden die Verformungsgrößen YR. des
Randes ebenfalls in das zugehörige Stabansdbluß-
‚z transformiert, so
daft für die Transformation der Steifigkeitsanteile -
A AA, _ ~'r ~ ~
ÄRÜ ‘ Im i Ex” i IRj (4-7)
A
x,
ktmrdinatensy stem
gilt, wobei Im.1h:'Eaiist'tirmationsmatrix zwischen
dem globalen x. _\'‚ 7. System der Struktur und
dem Anschlußkoordinatensystem am Rand L ist.
Bezogen aufdus System des jeweiligen
'\ll:t'hlllßrillltlt‘> können die K4)mpatibilitätsbedingungen
znischcn dcn \crforn|ungcn der I’ll-Knoten und den
Slainv-rfnrmungt-n an diesem Rand aufgestellt werden.
Die \erschiebungeu eines l‘unktcs auf der Profilmittel-
linic lassen sich mit den Gleichungen (3.1) und (3.5)
bescln'eibcn. Für die Verdrehungen ist die im Ausdruck
(3.8) formulierte Erweiterung der Stabtheorie zu be-
achten, da diese Verdrehungskomponenten seitens der
l'initcn Elemente vorhanden sind. durch die integrier-
ten Differentialgleichungen der Stabtheorie im Zu-
standsvektor des Stabs jedoch nicht berücksichtigt
werden. Die angeführten Gleichungen kann man zu-
sammenfassen, so daß für jeden FE-Knoten k an einem
Anschlußrand gilt:
A A A
Yk = Mk ' X- (4-8)
A .
Dabei sind Vk der Verformungsvektor des FE-Kno-
tens k, X der des angeschlossenen Stabendes und
 
y...
0 0 4k o W
E33
0 0 32k 0
A A A
A yk “Xk 0 0.20 k
Mk = coszozk sinozkcosOtk 0 rnk cosatk
93,3 sinak cosotk sinzotk 0 rnksinak
_ O 0 l 0 _
(4.9)
die zugehörige Kondensationsmatrix. Zur Herleitung
der Äquivalenzbeziehungen der Kraftgrößen wird das
Prinzip der virtuellen Verrückungen benutzt. Am An-
schlußrand zwischen Stab und Struktur läﬁt sich die
Beziehung
A A nj A AT. = ‚ T.ö! g kglöxk s.
formulieren, wobei fder Vektor der Stabschnittgrößen,
fk der Vektor der FE-Knotenkrafte und n- die Anzahl
der FE-Knoten am Anschlußrand j sind. Nfit Gleichung
(4.8) folgt daraus
“j AT A
2 M -gk.
k=1 k
Die in (4.8) und (4.10) aufgestellten Beziehungen bil-
den die Grundlage für die Kondensation der Steifigkeits-
matrix EES. Bildet man die Hypermatrix:
A — AT AT AT T
MR,- — [M1 M2 Mahl
A
g = (4.10)
(4.11)
aller auf dem Anschlußrand liegenden FE-Knoten,
so läßt sich die Kondensationsvorschrift für die Steifig-
keitsmatrix KES mit
A AT ~ 4 A
l55i; = M 'ÄRÜ'IRj'MRj“Ri -Ri (4'12)
A
angeben. Es. sind die Submatrizen der kondensierten
Strukturmatrix:
A A A
l$311 5312-" 531.1
A A A
1$521 13322'” 53211 (4.13)
A
EST =
A A A
155111 Esta-'- K—Snn
 
Schließen an die Knotenstruktur wölbfreie Stäbe mit
dem Freiheitsgrad 6 an, so entfällt die 7. Spalte der
Kondensationsmatrix Mk.
5. Berechnung der Verformungen und Schnitt-
gröl'sen an den Stabsystemknoten
Die Berechnung des Gesamttragwerks erfolgt durch das
Einordnen der Stabsteifigkeitsmatrizen und der kon-
densierten Kriotenstrukturmatrizen in das Gleichungs-
system für die unbekannten Stabverformungen an den
Systemknoten. Nach Einarbeiten der Lagerbedingungen
und der Knoteneinzellasten wird das Gleichungssystem:
Isv = I$33! 'st (5-1)
gelöst, wobei im Lösungsvektor X die Stabverformun-
gen an den Systemknoten zusammengefaßt sind. Nach
Transformation in das lokale Stabkoordinatensystem
können die Stabendverformungen zur Berechnung der
Schnittgrößen an den Systemknoten genutzt werden.
6. Berechnung der Verformungen und Spannun-
gen in den elastischen Strukturen
Die Stabverformungen an den Anschlußrändem der
Knotenstruktur bilden die Grundlage für die Berech-
nung der Verformungen, Schnittgrößen und Spannun-
gen im Strukturinneren. Nach Transformation in das zu-
gehörige Q, 9, 2 System am Rand können die
Stabverformungen mit Hilfe der Gleichung (4.8) in die
Verformungen der auf dem Anschlußer liegenden
FE—Knoten umgerechnet werden. Somit sind die Verfor-
mungen y der Extemknoten der Knotenstruktur be-
stimmt. Durch die ME-Rückwärtsrechnung werden die
Verformungen aller FE-Knoten der Struktur bestimmt,
die wiederum Ausgangsgrößen für die Schnittkraft-
und Spannungsberechnung für jedes finite Element sind.
Im verwendeten FEM-System werden folgende Span.
nungsanteile berechnet:
— Scheibennormalspannungen,
— Scheibenschubspannungen,
- Plattennormalspannungen,
— Plattenschubspannungen,
— ,Drillschubspannungen” (linear über die Plattendicke
verteilt).
7. Rechentechnische Realisierung
Zur rechentechnischen Umsetzung der aufgestellten
Algorithmen wurde ein System von Programmen für die
Rechenanlage ES 1055 geschaffen (Bild 4). Der modu-
lare Aufbau gestattet die zeitlich unabhängige Bearbei-
tunggder Teilaufgaben. Zur Bearbeitung der zentralen
Datei DATVS wurde ein separates Datenverwaltungs—
system geschaffen. Die Berechnung der Stäbe und der
Gesamtstruktur kann vom Bildschirm aus erfolgen, die
Ergebnisse können wahlweise über Bildschirm oder
Drucker ausgegeben werden. Die zeitaufwendige Berech-
nung der Knotenstrukturen erfolgt im Stapelbetrieb.
Durch Angabe des ME-Namens in der Jobsteuerung er-
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folgt die Unterbrechung der Vorwärtsrechnung, und
der Datenbestand wird ausgelagert. Im Programmbau-
stein REDUI wird auf die Stcifigkeitsmatrix der Kno-
tenstruktur zurückgegriffen, kondensiert und in die
zentrale Datei eingetragen. Der zur Rückrechnung be-
nötigtc Datenbestand der FE-Rechnung wird auf Ma-
gnetband abgespeichert.
Bei der Berechnung von Stabsystemen wird das Gesamt-
system Vnm Anwender aus Stäben und Strukturen zu-
sammengesetzt, deren Steifigkeitsmatrizen berechnet
“urden.
8. Beispiel
Vorgestellt wird eine Verbindungsart, die z. B. im Nutz-
kraftwagenliau bei der Rahmengestaltung zur Anwen—
dung kummt. Im Bild 5 ist das Berechnungsmodell des
Gesamttragwcrks dargestellt.
Die Spannungs- und Verformungsberechnungen mit
elastischer Knoti-nstruktur wurden für die Lastfälle der
Biegung und ansion im Vergleich zur Berechnung mit
dem Punktknotenmodell (30' —‘— Const.) durchgeführt.
Wie. aus Tabelle l zu erkennen ist, berechnet man bei
Berücksichtigung der Knotenelastizität bedeutend größe-
re Verformungswerte als nach dem Punktknotenmodell,
wobei im Beispiel die Steifigkeit des Längsträgersteges
bedeutenden Einflufs auf die ‚sich einstellenden Ver—
formungen an der Krafteinleitungsstelle hat.
Für dm Belastungsfall MX : 105 Ninm wurde die ME-
Rückrechnung an der hnolenstruktur durchgeführt, um
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Bild 5
Berechnungsmodell eines (iesamttragwerks
Aussagen über die Spannungsverläiife bei TOI'SiOIhl'W-
lashing im Struklurinneren zu erhalten.
Im Bild 6 ist die Plattemmrmalapzmmmgﬂerleuuug
entlang der Längalrägermittellinie aufgetragen. Es ist
zu erkennen, daß die Spannungsspitzen infolge des Quer-
trägeranschlUsses an den Rändern des Längsträgerstruk-
turteils weitestgehend abgeklungen sind. Die Scheiben-
normalspaimungen am Rand entsprechen den nach der
Stabthmric ermittelten Werten.
Tabelle l
Verformungen des Gesamtsystems bri unterschiedlichen Lustfällen
          
'm "'"7 "—A —l'_- """ >V¥ "_ .1
- . ‚ |
Verhmnungm .m du I VX I VZ l .p\ rp‘ up] 19 7|
l ‚asteinleitungsstelle g in mm t in mm g in rad in rad in rad in mm
mit Struktur 22.0 l 0.0 ' 0.0 0,0 0359 ~10“l 0,0 i
FX —— 1000 N E . T
„9
ohne Struktur (Lt il 0,0 g 0.0 (L0 »0.I 16 ' HI ' 0,0
kn Hm“ ,m r" u“ ‚WM—i" ‚im W i’li—l—"Ähgifb—Tw:jnﬁﬁkwi H i "w ﬂ “will”
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J Interessant i.~l der Vt'rgleivh zum \(*rllnwnungn"I‘llullvn
two h der Knotenstruklur lwi einvm um 9W ﬂrdrrhtt‘n \n-
6b 150 " srlllulä dvs Querträgch (Iit‘gendvs l —|’rul'il).
“go-00‘" lnfulgc der Birnumcntenkupplung Z\\i,~,v|wn Hing.» und
50" Querträger kommt 0.x im Längﬂriiger zu vim-r mtg:ng-
A . ‚l J + eeetzt 't‘t'lt'l’llf‘lf‘ll Tt‚nimmvrlnrnnnw Hild - . Uivwr
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Querträgep lt‘lllt‘rll'dllt'll hrgelnn»en.
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Bild 7
Verwölhungt‘n an dn-n \n>vhlul3riindvrn dvr Struktur
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